Die Pascalsche Schnecke mit a=2b als Trisektrix
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Einem halben Einheitskreis sei ein A ——
gleichschenkliges Dreieck OAB so
einbeschrieben, dafl A und B auf dem Halbkreis
liegen und O im Ursprung. B liege auf der x-
Achse. Der Winkel in der Spitze O betrage 3.

C sei ein weiterer Kreispunkt, wobei die Strecke
OC um ¢ gegen die x-Achse gedreht ist, also ein T
Drittel von OA. of

Es ist somit  A(cos(3¢) | sin(3y)) ; B(1]0); C(cos(yp) |sin(y)). Es gelte 0 <¢ <3yp<m (=180°)
D sei der Schnittpunkt der Strecken AB und OC.

Behauptung:

D liegt auf der inneren Schleife der Pascalschen Schnecke mit b=1 und ¢ =2 (d.h. auch a=2b).
Das hat zur Folge, dafl man umgekehrt mittels der inneren Schleife der Pascalschen Schnecke einen

Winkel dritteln kann.
Beweis:

Der obere Teil der inneren Schleife der Pascalschen Schnecke mit der allgemeinen Polargleichung
r=a-cos(yp) + b, hier also r=2cos(yp) + 1, wird gebildet durch ¢ U [n; +n] (180° bis 240°). Hierbei ist
tberall r < 0. Eine vektorielle Darstellung des Ortsvektors von D (sofern er, wie angenommen, auf

der Pascalschen Schneckenlienie liegt) erhalt man also durch oD = —(2cos($p + ) + 1)(2?;(((?:)) )

Wegen cos(x+n)=—cos(x) ist das: OTj = (2cos(9) - D(Z?rf((g))))

Ich zeige, dal3 der Punkt in dieser Darstellung sowohl auf OC als auch AB liegt.
o L _ _y[cos(9)
(1) Schnitt mit der Geraden OC, die die Parameterform X = A sin() hat:
_[cos(®)) _ [ cos(P)
(2eos(®) 1)(sin<¢>j‘A(sin<¢>
Das ist offensichtlich richtig fir A=2 cos(g)—1.

(2) Schnitt mit der Geraden AB, die die Parameterform X = OA + HA—>B = (Zlorf((;g))) " u(l: Sclflzgiq;)) hat:
[ cos(9)) _(cos(39) 1—-cos(30)
(2cos(®) D( sin(d))j B (sin(Sd)) j " “( ~sin(30) j

Die beiden Gleichungen fiir die x- und die y-Komponente werden nach p aufgelost; wenn der gleiche
Wert herauskommt, ist die Punktprobe bestanden. (Schwierig ist dabei nicht das Auflésen an sich,
sondern das Vereinfachen der trigonometrischen Terme.)

Ich verwende dabei u.a. diese trigonometrischen Identititen
cos(3x) = 4-cos*(x) — 3-cos(x)
sin(3x) = 3-sin(x) — 4-sin’(x)
sin®(x) = 1 — cos*(x)



Fir die x-Komponente:
(2cos(@)—1)cos(P) = cos(3) + (1 —cos(3¢)) [4
1= 2cos?(§)—cos(p) —cos(39)
1—cos(39)
_ 2cos?($) —cos(9) — (4 cos*(¢) —3cos(9))
1= (4cos?($)—3cos(9))
_ 2cos*(¢) +2cos(¢) —4cos’*(¢)
1—4cos?(§)+3cos()
_ 2cos*(§) +2cos(¢) —4cos ()
1—4cos®(@)+3cos(P)
_ 2cos(§)(cos(9) +1—2cos*(9))
(1+ 2cos($))(1 - 2<05%($) +cos($))

_ 2cos(d)
1+ 2cos($)

Fir die y-Komponente:

(2cos()—1)sin(P) = sin(3d) —sin(3¢) [

"= 2sin(¢) cos(P) —sin(P) —sin(3¢)
—sin(3)
_ 2sin(¢) cos() —sin(p) —(3sin(9) —4sin>(9))
~(3sin($) —4sin (@)
_ 2sin(§)cos(p) — 4sin(P) +4sin>(9)
4sin3(p) — 3sin(P)
_ 2cos(§)—4 +4sin*(¢)
4sin?($) -3
_ 2cos(9) —4+4(1—cos*(9))
4(1-cos2($) -3
_2 cos(9) —4 cos?(¢)
1—4cos?(})
_ 2cos(9)(1—2cos(9))
(1+2cos()) (1-2c05(0))
_ 2cos(9)
1+ 2cos(¢)

D liegt also sowohl auf AB als auch auf OC, womit die Behauptung bewiesen ist.



