Lineare Abbildungen

© Brinner, 2020

Sei M eine quadratische Matrix und v ein (Spalten)Vektor gleicher Zeilenzahl. Dann ist v':= M [V wieder

ein Vektor gleicher Dimension, und man kann mit gutem Recht sagen, dal3 dieser Vektor v' ein Bild von
v ist. M hat die Rolle einer Abbildungsmatrix. Solche Abbildungen nennt man lineare Abbildungen (zur
strengen Bedeutung des Begriff siche Anhang, zunichst reicht die Vorstellung, dal3 alle Rechnungen bei
der Berechung linear sind).

Bemerkung 1: Esist E[v =v, d.h. die Einheitsmatrix E ist beztiglich solcher Abbildungen das neutrale

Element.
X a b ¢ ax + by +cz
Bemerkung 2: Ist v=|y [ und M = [d e fJ ,soist MI¥ =| dx +ey +fz |. Und das LGS
z g h i gx +hy +iz

x+2y=2 1 2 0)[x] (2
2x =y +3 =0 | kann durch die Gleichung | 2 =1 3|0y |=| 0 | ausgedricktwerden.
2y +z=-5 0 2 1)1, -5

Bemerkung 3: v kann ein Richtungsvektor sein oder ein Ortsvektor, d.h. einen Punkt reprisentieren.
Lineare Abbildungen von Vektoren und von Punkten (iiber deren Ortsvektoren) gehor-
chen damit den gleichen GesetzmaBigkeiten.

Spezielle lineare Abbildungen sind Streckungen (am Ursprung), Drehungen, Spiegelungen und Projektio-
nen. Verschiebungen sind keine lineare Abbildungen!

Bei allen diesen Abbildungen bleiben gewisse Punkte bzw. Richtungen invariant (fest/fix). Bei Drehungen
um eine Achse sind das alle Punkte auf der Achse bzw. die Achsenrichtung, bei Spiegelungen die Spiegel-
ebene oder Spiegelgerade, bei Projektionen auf eine Ebene alle Punkte dieser Ebene. Die Menge aller die-
ser invarianten Vektoren bzw. Punkte nennt man Fixpunktmenge.

Fur alle Vektoren (allgemeinde oder Ortsvektoren) aus der Fixpunktmenge gilt: M [V =7.
Das liBt sich iiber MV =EvV =>Mv-Ev=0 = (M=-E)v =0 in die Form cines homogenen LGS
bringen, siche dazu die Bemerkung 2. Homogen bedeutet, daf3 alle Gleichungen ,,=0% sind. Alle homoge-

nen Gleichungssysteme haben mindestens die Losung v = 0. Tritt beim Losen des LGS (Gauf3-Jordan)
eine Nullzeile auf, so ist die Losungsmenge eine Gerade oder eine Ebene (die jeweils den Usprung enthal-
ten). Wegen (M—E) zieht man in der Hauptdiagonale der Abbildungsmatrix jeweils 1 ab und 16st das zuge-
hérige LGS per Gaul3-Jordan.

Bei Spiegelungen werden alle Richtungen in ihren Gegenvektor verwandelt: M v =—-v = (M+E)v = 0.

Um Spiegelrichtungen zu bestimmen, wird in der Hauptdiagonale der Abbildungsmatrix jeweils 1 addiert
und Gaul3-Jordan durchgefiihrt. Die Spiegelrichtung ist entweder die Richtung der Losungsgeraden oder
alle Richtungen, die orthogonal zum Normalenvektor der Losungsebene liegen.

Bei Projektionen (genauer: Parallelprojektionen) wird genau eine Richtung auf den Nullvektor (bzw. den
Ursprung) abgebildet: M ¥ =0 . Man schleust also M selbst durch den GauB-Jordan-Algorithmus, um die

Projektionsrichtung zu ermitteln. Die Losung von Mv=0 nennt man den Kern von M.

Bei allen Spiegelungen gilt M*>=E, denn eine zweimalige Spiegelung der gleichen Art ist so gut wie keine
Abbildung: hin und wieder zuriick.

Bei allen Parallelprojektionen gilt: M>=M und sogar M"=M (nlIN), denn einmal projizierte Punkte sind
bereits an ithrem endgtltigen Punkt (in der Fixpunktmenge), d.h. jede weitere Projektion verindert nichts
mehr. Hinweis: Projektionsmatrizen sind nicht invertierbar! (Beweis im Anhang)

Mit der einfachen Betrachtung von M? kénnen also Spiegelungen und Projektionen identifiziert werden.
Dann bedeuten Fixpunktmengen das oben dargestellte, und die Richtungen kénnen wie oben dargestellt
bestimmt werden.



Eine Spiegelung oder eine Projektion heil3t orthogonal, wenn ihre Richtung orthogonal zur Fixpunktmen-
ge steht. Dennoch ist formal nur die orthogonale Spiegelungen eine orthogonale Abbildung, siche unten.

Untersuchung von Abbildungsmatrizen

Berechne M?. Ist es E, so liegt eine Spiegelung vor, ist es M, so liegt eine Projektion vor.

Gilt MM"=E, so liegt eine orthogonale Abbildung vor (s.u.) (—Winkel und Lingen bleiben erhalten).
Bestimme bei Spiegelungen die Fixpunktmenge (M—E) und die Spiegelrichtung (M+E).

Bestimme bei Projektionen die Fixpunktmenge (M—E) und die Projektionsrichtung (M).

Bei Drehungen um +[360° ist M"=E. D.h. M>=E: Drehung um 120°, M*=E: Drehung um 90°.

n

Man kann auf http://arndt-bruenner.de/mathe/scripts/linabbmat.htm Abbildungsmatrizen fiir den R?
erzeugen und (auch selbst eingegebene) in ihren Abbildungseigenschaften visuell studieren sowie untersu-
chen lassen.
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offensichtlich die Bilder der Finheitsvektoren sind. Mit dieser Erkenntnis lassen sich Abbildungsmatrizen
recht einfach konstruieren, wenn man die Bilder der Einheitsvektoren kennt. Diese lassen sich notfalls
stets recht einfach berechnen.

1 0 0
Aus der Betrachtung von M [EOJ, M [El] und M [EOJ folgt, dal3 die Spalten einer Abbildungsmatrix M
0

Beispiel: Gesucht ist die Abbildungsmatrix M fiir eine orthogonale Projektion auf die Ebene x+2y—2z=0.

0 -2
d.h. (3] —£]2)ist das Bild von (1|0]0), und damit ist die erste Spalte von M klar. Analog ergeben sich
die anderen Spalten als Bilder von (0 1]0)—=( —=2|3|+) und 00| 1)—( 2|+]3), und es ist

1 1
X= (O] +)\[ 2 j ist die Projektionsgerade durch (1|0]0). In die Ebene: 1+A+4A+41=0 = A=-7,

olu o+ oo

9

Die Untersuchung dieser Matrix ergibt: M*>=M — Projektion.
5 ~5 5 |{-9) [1 2 -

ol o

Fixpunktmenge: M—E=| -2 -4 -9 -2 4
) 2 4 -

9
2 4 —4
9

1 2 =2
-2 -0 0 O |—>x+2y—22=0
0 0 O

9 9
Kern (Projektionsrichtung):

5~ 3D 8§ -2 2):2 2 4 5 2 4 5 2 4 5)\—4II
-2 32 4@ L [-2 5 4 -2 5 4|+1 -0 9 9 [:9 |0 1 1

2 s 5D 2 4 5 4 -1 1)-21 (0 -9 =9)+11 |0 0 O
20 1):2 1.0 0,5) o —0,5) \2 1

-0 11 101 1| -x=A -1 — t=| 2 | (bzw. natlrlich alle Vielfache)
000 00 0 1 -2

Die Projektionsrichtung ist orthogonal zur Projektionsebene, also ist die Projektion orthogonal.

Daf3 M symmetrisch (zur Hauptdiagonale) ist, ist kein Zufall, es hat mit der orthogonalen Richtung zu tun.



Orthogonale Abbildungen

Es gilt: Orthogonale Matrizen (siche Definitionsblatt: M'=M" = M'M=MM"=E) erzeugen stets ortho-
gonale Abbildungen. Falls M=M" (symmetrisch!) gilt, ist MM" dquivalent zu M?=E.

b , ,

Sei M= ?1 e E orthogonal: Dannist M'*M =E und M- M' =

ghi

abc)(2dg) (100 ‘
MM "={d e f|lbe h(=|010]| = a*+tb*+c*>=1, d*+te*+f=1, g*+h*+i*=1

ghi)lcf i 001

adglfabe) (100 .
M'IM=|b e h|lld e f|=|010| = a*+d*+g>=1, b*te*th?>=1, c+f2+i*=1

cfiflghi) (001

= Alle Spalten- und Zeilenvektoren orthogonaler Matrizen haben den Betrag 1.

Die Nullen der Einheitsmatrix sind jeweils die Skalarprodukte zweier unterschiedlicher Zeilen- bzw. Spal-
tenvektoren = die Zeilen-/Spaltenvektoren orthogonaler Matrizen sind paarweise orthogonal.

Folgerung: Bei orthogonalen Abbildungen bleiben Lingen und Winkel bzw. das Skalarprodukt erhalten.

I abc ax+by+cz
Beweis fur R*: [d c fJ v |=| dx+ey +£2
ghi){, gx+hy+iz

.. leichhei ax+by+cz
Lingengleichheit: dx+ey+fz ||= \/(ax +by +cz)? +(dx+ey +f2)* +(gx +hy +iz)?
gx+hy+iz
= \/(az +d*+g?)x?+ (b2 +e? +h?)y? +(c2 +{2+i?)22 + 2(ab+de + gh)xy + 2(ac +df + gi)xz+2(bc +ef +hi)yz
%,1—/ [ —— %{1_1 | — [ — —
= =1 = =0 =0 =0

= IX2+YZ+ZZ

Invarianz des Skalarproduktes:
abc av, +bv, +cv, a
def =| dv, tev, +fv, |, d
ghi V3 gv, +hv, +iv, g

av,+bv,+cv, | (aw, +bw, +cw,
dv, tev, +fv, dw, tew, +fw,

gv, thv, +iv, gw, thw, +iw,

[=ai¢on
i iasYel

w, aw, +bw, +cw,
w, |=| dw, tew, +fw,
W, gw, thw, +iw,

=(av, +bv, +cv,)(aw, +bw, tew;)+(dv, +ev, +iv;)(dw, +ew, +fw,)+(gv, +hv, +iv;)(gw, +hw, +iw,)

=(a?+d*+g?v,w, +(ab+de+gh)v,w, +(ac+df +gi)v,w,
%,—/

=1 =0 =0
+(ab+de+gh)v,w, +(b*+e?+h?v,w, +(bc+ef +hi)v,w,
=0 =1 T

+(ac+df +gi)v,w, +(bctef +hi)v,w, +(c2+f2+i%)v,w,
%,—/

=0 =0 =1

=v,w,tv,w,tv,w, =vlWw

Daraus folgt, daB auch der Winkel erhalten bleibt, denn in —5-=cos¢ bleibt ja (wie eben gezeigt) die
linke Seite durch die Abbildung konstant, also auch die rechte.

Spiegelachse/
Eine Spiegelung, die winkel- und lingentreu ist, muf3 Spiegelrichtungen ha- -cbene
ben, die orthogonal zur Spiegelachse/-Ebene sind. Bei Schrigspiegelungen
passiert nimlich dieses:
Fir Projektionen gilt das auch, wie man sich noch besser vorstellen kann:
Eine schrige Bildebene verzerrt das abgebildete Objekt. Nur bei orthogona- <~ .
Spiegelrichtung

ler Projektionsrichtung bleibt ,,die Form* erhalten.



Anhang:

1.) Beweis, daf3 Projektionsmatrizen nicht invertierbar sind: Es bewirke M eine Projektion, dann ist M>*=M.
Ferner sei A die Inverse von M (also AM=E), womit gilt: AM*>=AM = AMM=AM = EM=E =
M=E. Widerspruch zur Voraussetzung, da3 M eine Projektion ist. Folglich existiert A=M™' nicht.

2.) Eigenwerte und -vektoren
Die Ansitze fur die Untersuchungen auf Fixpunktmenge, Spiegelrichtung und Kern einer Matrix sind alle
von der Form M [v =Av . (Fixpunkt: A=1, Spiegelrichtung: A=—1, Kern: A=0). Man kann die Frage gene-
ralisieren, fiir welche A diese Gleichung bei einer gegebenen Matrix M iiberhaupt nichttriviale Losungen
hat. Das fithrt mit dem bekannten Ansatz auf MV =Av = (M —AE)v =0.

- . a—A b a—A b
Im zweidimensionalen Fall: ( c d- )\)(a — AL —cl - ( 0 (a=N)(d=\) - bc)
Es liegen nur genau dann nichttriviale Lésungen vor, wenn die zweite Zeile eine Nullzeile ist, d.h. wenn
(a—A)(d—A)—bc=0. = A* — (a+d)A + ad—bc = 0. Den quadratischen Term nennt man das charakteristische
Polynom von M, und dessen Nullstellen heilen die Eigenwerte von M.
Eigenwerte sind also alle A, fur die die Gleichung M [V = AV nichttriviale Losungen (fur v) hat.

a b c
Eine analoge Untersuchung fur allgemein M= [d e f J fihrt auf das charakteristische Polynom
g h i

—\* + (ate+1)A* — (ae—bd + ei—fth + ai—cg)A + a(ei—fth)+b(fg—di)+c(dh—eg).

Dem aufmerksamen Beobachter wird nicht entgangen sein, dal3 der quadratische Koeffizient aus der
Summe der Diagonalelemente besteht (sogenannte Spur der Matrix) und das absolute Glied das Skalar-
produkt aus dem ersten Spaltenvektor und dem Vektorprodukt aus zweitem und drittem Spaltenvektor
von M ist (sog. Spatprodukt). Auch der lineare Koeffizient ist regelmif3ig gebaut. Vergleiche tibrigens mit
dem zweidimensionalen Falll

Weil tibrigens das Vektorprodukt orthogonal zu beiden beteiligten Vektoren ist und das Skalarprodukt ge-
nau dann 0 wird, wenn wiederum Orthogonalitit vorliegt, liegt im Fall, daf3 a(ei—th)+b(fg—di)+c(dh—eg)=0
ist, der erste Spaltenvektor in der durch die beiden anderen Spaltenvektoren aufgespannten Ebene, ist also
linear abhingig. Genau wenn das der Fall ist, hat das charakteristische Polynom die Nullstelle A=0 (—Pro-
jektion!), und der Kern (Menge aller v, fir die Mv=0 gilt) ist nichttrivial. Nur dann entsteht ja auch im
GauBlschen Algorithmus fir M eine Nullzeile, wenn man nidmlich eine Zeile als Linearkombination der
beiden anderen darstellen kann. Was gemerkt? Einmal rede ich von Spalten, dann von Zeilen! Ja, tatsich-

lich sind genau auch dann die Zeilen linear abhingig, wenn es die Spalten sind. Das folgt fiir R* aus der
Tatsache, dal3 a(ei—th)+b(fg—di)+c(dh—eg) = aci—ath+bfg-bdi+cdh—ceg = a(ei—th)+d(ch—bi)+g(bf—ce).

Der oder die Vektoren v, fur die jeweils die Gleichung Mv=Av fir den Eigenwert A stimmt, heilen Eigen-
vektoren zum Eigenwert A.

-20 10 -8
Dessen Nullstellen (-A> + 74— 6 =0 = A=10 A=2 [0 A=-3) sind die Figenwerte von M.

9 -4 4
BCiSpiCl: M= [ 4 -1 3 J — char. Polynom: —A% + 7h — 6 (mit Formel oben fiir a=9, b=—4 etc. berechnet).

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:

8 —4 4 )4 2 -1 1 2 -1 1)-1I 2 =1 0)y= 1
FarA=1 M-E=| 4 -2 3 -1 4 -2 3 |-2I -0 O 1 -10 0 1|-7=|2
-20 10 -9 -20 10 =9)+10I 0 0 1)-11 0 0 0 0

7 -4 4 \Tawschmitlll (- 1 - -2 1 -1+ (2 0 0)a (0
FirA=2 M-2E=| 4 -3 3 -4 -3 3| +21 |0 -1 1 -0 -1 1|-F=|1
-20 10 -10 10 7 -4 4)2mu+71 0 -1 1)y (0 0 0 1

12 -4 4 )\:4 2 0 1)a 1
FirA =-3: M+3E= 4 2 3 5.0 2 1|-7f=( 1
-20 10 -5).5 00 0 -2

Fir alle anderen Werte von A entsteht keine Nullzeile, es ist dann also nur der Nullvektor in der Lésungs-
menge fir v (triviale Losung).



3.) Formale Definition des Begriffs Lineare Abbildung.
Verwendet man fiir Abbildung die Funktionsschreibweise, so konnte man fir Mv=v’ auch schreiben:
f(v)=v’, wobei f eben die linksseitige Multiplikation mit M darstellt.
,Linear ist eine Abbildung genau dann, wenn (1) und (2) gilt:
(1) fx) = M(x) dh: MIIAV)=A[MIV) fur,unsere” Abbildung f: v — Mv.
(2) fxty) = f(x) + (y) dh: MIF+Ww)=MI[v+MIlw

Beweise fur den Fall von f: v — Mv

(1): Da A Faktor jeder Komponente von v wird, wird A auch Faktor fiir jeden Eintrag von v’.
(2): Fur R

a b c vy Wy a b c v, tw, a(v, *w,)+b(v, tw,)tc(v, +w,)
= e f
h i

d }el £ vy | Wy | |F|d vy tw, || S (v twy) te(v, tw,) HE(vs +wy)
i .
8 Vs W3 g vyt w, gvi *w) +h(v, +w,)+i(v, +w,)
av, taw, +bv, +bw, tcv, +cw, av, +bv, +cv, +taw, +bw, +cw,
=| dv, +dw, tev, tew, +fv, +fw, |=| dv, tev, +fv, +dw, +ew, +fw, |=
gv, +gw, +hv, +hw, +iv, +iw, gv, +hv, +iv, + gw, +hw, +iw,
av, +bv, tcv, aw, +bw, +cw,
=| dv, tev, +fv, |+| dw, tew, +fw, |= My + Mw
gv, +hv, +iv, gw, +hw, +iw,

Die von der Anschauung her eigentlich ziemlich ,lineare® Verschiebung um den Vektor v (f: X —» X+V)
ist keine lineare Abbildung, denn AX+v ZA(X +V).



