Zur Einhiillenden (Enveloppe) einer um die x-Achse rotierenden Gerade

0 1
Die Gerade X = [Oj +Alv, | =| Av,| wird um die x-Achse gedreht.
1 v, Av,

0 0

1
Das leistet die Multiplikation mit der Rotationsmatrix M =| 0 cos¢ —sin¢ |:

0 sing cosd
1 0 0 A A
ME=|0 cosd —sind Av, |=|cos¢Av, —sin¢ {1+Av,)|.
0 sing cosd ) \1+Av, sin v, +cos¢ {1 +Av,)

Die orthogonale Projektion auf die x-y-Ebene (2=0) liefert:

(?J = (cosq) v, —s)i\nq) QL +Av, )) , dh. x=k und y=cos(g) Av, —sin(g) Av; — sin(p)

Wenn wir x=A in die y-Gleichung einsetzen, erhalten wir die vom Rotationswinkel abhingige

Geradengleichung y, = (cos(p)v, — sin(p)vs) x — sin(p) .

Nun bestimmen wir deren Enveloppe, die Hiillkurve, und differenzieren dazu nach dem

Rotationswinkel ¢, wozu wir den Term zunichst gemil ¢ zusammenfassen:
Y, = VX cos(p) — (vsx + 1) sin(gp) .

dy

= Sxsin() — (vix + 1) cos(p)

d¢

Um die Nullstellen der Ableitung zu bestimmen, erst eine Vortiberlegung zur Losung von
Gleichungen der Form a sin(p)+b cos(y) = 0. Dividiert man durch cos(¢p), erhilt man

a Z:)“S((‘g)) +b=0,dh. atan(¢p)+b=0. Und damit ist ¢ =tan™'(—2)

Wit miissen hierbei den Fall cos(p)=0 ausschlieBen: Dabei ist sin(p)#0, d.h. aus a sin(p)+0=0 folgt,
daf3 a=0. Das bedeutet bei v,=0, daf3 die rotierende Gerade durch die Rotationsachse geht; die

Einhullende ist in diesen Fillen der Rand eines Doppelkegels.

Nun lassen sich die Nullstellen der obigen Ableitung (2) bzgl. ¢ durch Einsetzen in die eben

gewonnene Formel (3) hinschreiben:

—vxsing) — (vix + D) cos(p) =0 = ¢ =tan” (=2,

Dies muf3 nun in y, = (cos(¢)v, — sin(p)vs) x —sin(p) eingesetzt werden.
Dazu iberlegen wir zunichst, was sin(tan™'(2)) bzw. cos(tan™'(z)) ist.

— sin — __sin

e in = —gin2 n2 = 201 = cjn 2
tan =0 = 8= = sin = tan 1=sin? = sin?=tan?*(1 —sin?)

= sin? =tan? —tan?sin? = sin®+tan?sin® =tan? = sin?*(1+tan?) =tan?

tan tan(tan”'(z)) _ =

= sin=——— = sin(tan”'(2)) = =
v1+tan? \/l +tan(tan ' (2))2 Vi+22

- 1
Analog geht der Nachweis fi der auf cos(tan™'(z)) = fithrt.
nalog geht der Nachweis fiir cos, der auf cos(tan (z)) N uhr
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Nun endlich unter Verwendung von (5) und (6) den Ausdruck (4) in (1) einsetzen:
¥, = (cos(@)v, —sin(p)vy) X —sin(y) )
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(vox—(1+v;x)2)?

1+2°

y2 =

. L. ol . ) vl (v )

Mit der Resubstitution z = === ist 1+2°=1 AL = W MO ynd
. Vix i

T _ (o3P (v (vaxt ) _ (v vt )

vixT H(vyx+)? vixT H(vyx+l)?

2 =

(vox=(1+v;x)(—

=i H(vax )2 =i H i A 2v x 1= (v A V)X +2vx +1 (7)

v

Wenn man x durch (X - ) substituiert, d.h. die Kurve entsprechend in x-Richtung verschiebt,

vi+vi

vi 2 2\>2 2 —_ v
P oder —(v, +v;)X +y =25

erhilt man y2=(v3 +v2)X* +

, und das ist eine Hyperbel in

v3 Vil

Mittelpunktslage.

Die Enveloppe unserer rotierenden Gerade ist demnach eine Hyperbel mit der Symmetrieachse

—__ V3

X =
0 1
Durch Skalierung 1iBt sich dieser Fall verallgemeinern. Dazu muB lediglich statt X =| 0 [+A| v,
1 v
3

0 1
X Z[ 0 ] +A| v, | untersucht werden. Es ergibt sich y> = (v,"+v5)) x* + 2u;v;x + uy’
u; v,

oder nach verschiebender Substitution x =X =—2= die Hyperbel in Hauptachsenlage

2 2\ ~2 2 _ uivi
—(y VX Ay =5

2 2 .
vi+vi



